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RESUMO

O presente trabalho trata-se de uma proposta de sequéncia didatica para o ensino de probabilidade,
Teorema de Bayes, para estudantes do Ensino Médio. O objetivo deste estudo ¢ mostrar a importancia de
ensinar probabilidade para este nivel de ensino visando aplicar os conceitos estudados em nossa vida
cotidiana. Inicialmente, buscou-se realizar uma revisao de literatura a respeito da tematica, por meio da
correlagdo entre pesquisas académicas e documentos curriculares nacionais. Além disso, os pressupostos
teoricos considerados, no trabalho, foram os estudos de George Polya no tocante a metodologia de
resolugdo de problemas. Apresentou-se algumas aplicagdes de probabilidade e principalmente como tratar
a probabilidade dentro da sala de aula, por meio das trés maneiras de mostrar a probabilidade: com uma
questdo do Enem no modelo tradicional, com o jogo de cartas Blackjack e com o jogo Franc-Carreau
desenvolvido no software GeoGebra.

Palavras-Chave: Probabilidade. Blackjack. Franc-Carreau. Matematica no Ensino
Médio. Sequéncia Didatica para Matematica.

ABSTRACT

The present work is a proposal for a didactic sequence for teaching probability, Bayes' Theorem, for high
school students. The objective of this study is to show the importance of teaching probability at this level
of education in order to apply the concepts studied in our everyday lives. Initially, we sought to carry out
a literature review on the topic, through the correlation between academic research and national curricular
documents. Furthermore, the theoretical assumptions considered in the work were George Polya's studies
regarding problem-solving methodology. Some applications of probability were presented and mainly
how to deal with probability within the classroom, through three ways of showing probability: with an
Enem question in the traditional model, with the card game Blackjack and with the game Franc- Carreau
developed in GeoGebra software.

Keywords: Probability. Blackjack. Franc-Carreau. Mathematics in High School. Didactic Sequence for
Mathematics.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho teve como motivagdo o gosto pelo ensino de probabilidade,
principalmente no Ensino Médio, em que se consegue mostrar uma Matematica mais
proxima dos alunos em que eles mesmos podem ver de fato acontecer.

Nesse panorama, a probabilidade ¢ algo proximo da realidade dos alunos, ¢
interessante trabalhar com jogos com eles e mostrar como a probabilidade acontece,
mostrando algumas curiosidades até em jogos de azar por exemplo, ensinar como
calcula a probabilidade de ganhar na mega sena, ou em outros jogos como este.

No dia a dia usamos bastante essa ideia de probabilidade de forma intuitiva, por
exemplo, quando a gente acorda e vai olhar o clima pela janela, verificamos como o
tempo esta ou pesquisamos, na internet, qual a previsdo do tempo para aquele dia e
somente a partir disso escolhemos qual roupa usar, se levaremos o guarda-chuva para o
trabalho ou nd3o. Podemos também, por meio da probabilidade intuitiva, ter uma nog¢ao
da hora em que temos que sair de casa para ndo chegarmos atrasados no trabalho, de
estar no transito congestionado, também calcular a chance do nosso time de futebol
ganhar e assim por diante.

A probabilidade ¢ tratada na Base Nacional Comum Curricular — BNCC
(BRASIL, 2018) desde os Anos Iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio, e
desta forma, nesse trabalho trataremos um pouco acerca da importincia de ensinar
probabilidade nessa etapa, mostrando como podem ser aplicados esses conceitos
estudados em sala de aula em diferentes situacdes da propria vida.

Assim, o objetivo do presente estudo ¢ mostrar a importdncia de ensinar
probabilidade no ensino médio e aplicar os conceitos estudados em nossa vida
cotidiana.

No presente artigo buscamos inicialmente a revisao de literatura a respeito da
tematica, fazendo uma correlagdo entre pesquisas académicas e documentos curriculares
nacionais. Em seguida, pretende-se apresentar trés atividades para o ensino de
probabilidade que podem compor uma sequéncia didatica com uso de recursos
convencionais, jogos e finalizando com uso de software, a fim de mostrar o potencial

que a tecnologia pode ter em praticas de ensino de matematica.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA: RESOLUCAO DE PROBLEMAS E
TEORIA DE BAYES NO CONTEXTO DA PROBABILIDADE NA
EDUCACAO BASICA

O teorema de Bayes representa uma teoria ou lei matematica utilizada para
calcular a probabilidade de um evento que ocorreu correlacionado a outro evento, assim
considerando a probabilidade condicional. Um grande problema com o teorema de
Bayes ¢ que se precisa de algumas informagdes prévias, ou seja, precisa saber se um
evento ocorreu ¢ qual é a probabilidade desse evento. E a partir desse raciocinio
bayesiano que emerge a expressdo "confianga", ou seja, confianga em determinados
eventos anteriores, ou seja, essa hipotese inicial.

Corroborando que a perspectiva que trata esse teorema ¢ relevante para diversas
areas do conhecimento, estando presente em importantes campos da sociedade, pois
para a melhor compreensao utiliza conhecimentos que vao além da aplicagao simplista
de foérmulas matemadticas. Sendo assim, o Teorema de Bayes pode nos auxiliar a
resolver problemas que envolvem desde situacdes em que usamos a intuicdo para
interpreta-las até situagdes mais complexas, como no caso de diagnosticar uma doenga
sabendo o resultado de um exame, tal como indicam estudos de Jesuz et al, (2016).

A leitura inicial dos estudos desses autores que teve como fruto o artigo “Uma
proposta para o ensino do Teorema de Bayes na perspectiva da resolugdo de
problemas”, a ideia foi de mostrar uma proposta para ensinar o teorema de Bayes com a
resolucdo de problemas, na tentativa de aproximar os objetos matematicos do contexto
geral.

Assim, os pressupostos teoricos desse trabalho, considera ideias de George
Polya no tocante a resolugdo de problemas. George Polya foi um matematico htingaro
que viveu de 1887 a 1985 e fez contribui¢des fundamentais em Analise Combinatoria,
Teoria dos Numeros, Analise Numérica e Teoria da Probabilidade. Mais para o final de
sua carreira, interessou-se por questdes de Ensino e, especialmente, por resolugdo de
problemas, buscando identificar métodos sistematicos no processo de resolugdo e, mais
geralmente, de invencao em Matematica.

Diante desse cendrio, a inten¢do do trabalho foi apresentar uma proposta para a

introducdo do Teorema de Bayes. A constru¢do dessa proposta foi fundamentada na



resolugdo de problemas, a partir de uma perspectiva que articula a metodologia proposta

por Onuchic e Allevato (2011) e o modelo de Polya (1994).

No Quadro 1, apresentamos algumas consideragcdes com base na proposta de
Onuchic e Allevato (2011) relacionando o papel do professor na etapa da resolu¢dao do
problema com o papel do aluno, segundo as fases sugeridas por Polya (1994) para a
resolucdo de um problema, uma vez que Polya (1994) nao tem a preocupacdo de

discutir o papel do professor.

Quadro 1: Modelo de Polya para as fases de Resolug@o de Problemas

N

Fase

Compreensio do
problema

. |
Papel do Estudante
Familiarizagdo: momento o
estudante compreende o problema de
forma mais geral, considerando seus
objetivos ¢ dados mais relevantes.

MWesse

.']J'JL'F]""J.:'r.l|.|r.lr|_'H|'|l da  comprecn sao: O
estudante consegue explicar o enunciado
com proprias palavras ¢ tem o
problema ¢laro em sua menlte

slas

Pup::I do Professor

Destaca-sc o papel do professor de escolher
bem o problema gque ira propor, de forma que
o3 csludanies tenham interesse em resolvé-
lo. Segunde Polya (1994} o problema deve
ser natural ¢ imleressante, nem muito simples
¢ nem muito complexo,

() estabelecimento de
um plano

Execucio do Plano

Elaborar um plano para tentar resolver o
problema proposto. Ao claborar o plano,
o estudante distingue o que fard ¢m cada

um dos passos desse  plano, quais
estratégias  serdo  wtilizadas e quais
objetivos conseguird atingir a0

desenvolver ¢ssas estratégias

O estudante deverd colocar em pritica as
estratégias tragadas na elapa anterior.

“0 caminho que vai desde a compreensio do
problema até o cstabelecimento de um plano,
pode ser longo ¢ tortuose”™ (POLY A, 1994,
p. 2). Nesse contexto o professor deve
questionar o5 estudanies, de modo que seus
questionamentos  possibilitem  que  eles

| ¢stabelecam seu plano

5S¢ o estudante houver realmente concebido
um plano, o professor terd entio um periodo
de relativa tranguilidade.

Retrospecto

Messa cstudanics  tém  a
oportunidade de analisar todo o problema,
revisando cada um dos passos, desde a
compreensio do problema até a resposta,
verificando  também s¢ estd de
respondends a questio central levantada

no problema.

fasg, 0%

fato

() professor pode ornientar os estudanies a
discutir, analisar ¢ comparar suas resolugdes,
percebendo semelhangas e diferengas nas
estratégias utilizadas, avaliando se fariam
diferente ou nio depois de saber como seus
"""I""E""“ '|'|f||!!l]|.'|!l::| Podde
também encorajar o5 estudantes a imaginar
outros problemas nos quais poderiam utilizar
a mesma ideia ou estratégia.

resolveram o

Fonte: Polya (1994) apud Onuchic e Allevato (2011).

No Quadro 2 mostra 0 momento em que o professor se dirige a um estudante e o
questiona com o enunciado do problema de Monty Hall, exibido no trecho do filme
Quebrando a banca. Esse trecho, do filme, desempenha, no contexto, a fung¢do de
suscitar nos estudantes o desejo de resolver o problema, de investiga-lo, conforme

propde o modelo de Polya.
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Quadro 2: Problema de Monty Hall

Suponha que o participante de um programa de auditono tenha a opglo de cscolher
uma dentre trés portas: atris de uma delas hd um carro; atrds das outras, hd bodes,
Diepois que um dos participantes escolhe uma porta, o apresentador, que sabe o que
hi atris de cada porta, abre uma das portas ndo escolhidas, revelando um bode. Ele
diz entiio ao participante: “Vocd gostaria de mudar sua escolha para a outra porta™
Para o participante, & vantajoso trocar sua escolha™

Fonte: Mlodinow (2009, p. 52) e do filme Quebrando a banca apud Jesuz et al, 2016, p. 4.

Apos as discussoes iniciais, com vistas a compreender o problema, os estudantes
devem ser direcionados para o estabelecimento de um plano (POLYA, 1994). Para isso,
pode-se propor a realizagdo de simulagdes do Problema de Monty Hall por meio do
software GeoGebra.

Os resultados das simulagdes, e as conjecturas decorrentes, devem ser
registrados pelos estudantes, observando particularmente o niimero de simulagdes e o
numero de vitorias. Esses resultados devem ser colocados em discussdo por meio de
uma plenaria, momento em que o professor pode selecionar algumas resolugdes para
serem registradas na lousa (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Uma possivel solucdo apresentada pelos participantes dessa simulagdo ¢ de que
essa resolucdo supde que o participante escolha arbitrariamente a porta 1 — suposi¢do
que pode ser feita com qualquer uma das portas. Duas situagdes precisam ser
consideradas, sdao elas: a) o participante trocard a escolha da porta, quando o
apresentador lhe oferecer essa oportunidade; e b) o participante manterd a escolha da
porta, recusando a oferta do apresentador. Em ambas as situagdes temos trés casos a
considerar: 1) o carro esta atrds da porta 1; 11) o carro esta atrds da porta 2; ii1) o carro
esta atrds da porta 3. Vamos analisar as duas situacdes, considerando os trés casos em
cada uma delas, para identificar dentre elas qual opc¢do serd vantajosa para o

participante: trocar (Quadro 3) ou ndo trocar (Quadro 4) a escolha da porta.



Quadro 3 — Participante troca da porta em qualquer circunstancia
i) O carro estd atrds da porta 1.
Messe caso o apresentador pode abrir tanto a porta 2 quanto a

.

porta 3. Supondo que ele abra a porta 2, como o participante
trocard sua ¢xcolha (para a porta 3), ¢le ndo gankard o carro.

i) O carro esti atrds da porta 2
Messe caso o apreseniador pode abrir somenie a porta 3, Como
o participante trocard sua escolha (para a ponta 2), ele ganhard

o Carra

i) O carro ¢std atris da porta 3

Messe caso o apresentador deve abnir a poria 2. Como o
participante trocard sua escolha {para a porta 3), ele ganhard o

LTy

Fonte: Jesuz et al, 2016, p. 6.

Dessa forma, das trés possibilidades, ao trocar de porta, o participante ganhara o

carro em duas delas. Vamos agora considerar a segunda situagao, conforme o Quadro 4:

Quadro 4 Participante ndo troca da porta em qualquer circunstancia

9
-t
WEF

lg

i) O carro estd atras da porta |
Messe caso o apresentivdor pode abrnr a pora 2 ouw a porta 3 ¢,

supondo que cle abra a porta 2, o participante manterd sua

escolha ¢ pamhard o carre.

i) O carro es1d atrlis da porta 3.

Messe caso o apresentador deve abrir a porta 2. Como o

participante manieri sua escalha, cle nde ganhard o carro

) O carmo esta atras da eorta 2
Nesse caso o apresentador deve abrir a poria 3, Como o
participante manierd sua escolha, ¢le ndo ganhard o carro

Fonte: Jesuz et al, 2016, p. 7

Assim, das trés possibilidades, ao manter a escolha da porta, o participante
ganharé o carro em uma delas. Portanto, trocar a escolha da porta serd vantajoso para o
participante, pois representa 2/3 da chance de ganhar o carro, enquanto se ele ndo trocar
a escolha, tem apenas 1/3 da chance.

Esse encaminhamento ¢ suficiente para resolver o problema e revela a ideia

intuitiva do Teorema de Bayes.
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Depois, os participantes apresentam a resolucdo desse mesmo problema por
meio do teorema de Bayes sistematizado.

Sobre a natureza da probabilidade e as finalidades de seu ensino na Educacao
Bésica, Batanero (2006) destaca que a probabilidade ¢ parte da matematica e base de
outras disciplinas e € essencial para preparar os estudantes, visto que o acaso € 0s
fenomenos aleatérios estdo presentes em nossas vidas.

De acordo com Dante (2003), um problema ¢ qualquer situacdo que requer
pensamento pessoal para resolvé-lo. Por outro lado, os problemas matematicos
requerem ndo apenas pensamento, mas também conhecimento e métodos de raciocinio
matemético para resolvé-los. E preciso enfatizar que ndo existe apenas uma forma de
representar problemas matematicos, pois eles se subdividem em alguns aspectos, tais
como: exercicios e algoritmos de reconhecimento, problemas de padrdes simples e
complexos, problemas de processo ou heuristicos, problemas de aplicagdo e quebra-
cabegas. Cada um deles tem sua particularidade. Para resolver esses problemas, um
método possivel € a resolugao de problemas.

A resolugdo de problemas ¢ o resultado da pesquisa desenvolvida por George
Polya, em 1944. No entanto, sua pesquisa realmente comecou na década de 1960 e, nos

Estados Unidos, limitou-se a solucionar e treinar problemas.
A importancia dada a Resolu¢do de Problemas ¢ recente e somente nas
ultimas décadas é que os educadores matematicos passaram a aceitar a ideia

de que o desenvolvimento da capacidade de se resolver problemas merecia
mais atengao.

[...] Hoje, a tendéncia ¢ caracterizar esse trabalho considerando os estudantes
como participantes ativos, os problemas como instrumentos precisos ¢ bem
definidos ¢ a atividade na resolugdo de problemas como uma coordenagdo
complexa simultdnea de varios niveis de atividade. (ONUCHIC, 1999, p.
203)

Onuchic (1999) mostrou que a resolucdo de problemas pode ser usada como
método de aprendizagem da matematica. Os professores estudam um topico em sala de
aula e resolvem problemas matematicos para os alunos. No entanto, em alguns casos,
estes ndo sdo problemas reais porque ndo existe um desafio real ou uma necessidade
real de verificar os resultados, o que pode impedir os alunos de resolverem problemas
reais por pensarem que se trata de uma repeti¢dao. Por outro lado, em seu livro "The Art

of Problem Solving", Polya mostra uma maneira de resolver problemas por meio do
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conteudo matematico que foi aprendido, e pode mostrar aos alunos que seus conceitos
estdo inter-relacionados nesses problemas.

Polya (2006) aborda quatro etapas para resolver um problema:
1.Compreendendo o problema: os alunos precisam entender o problema e tentar

Resolva esse problema. Ele também deve considerar as partes mais importantes
da declaracao de varias perspectivas, como incognitas, dados e condi¢des. Caso o aluno
ndo compreenda a questdo levantada, o professor deve auxilid-lo com cautela e
naturalidade, apontando os passos a serem dados. O professor escolhe uma pergunta que
nao ¢ nem muito dificil nem muito facil.

2. Estabelega um plano: precisa encontrar a conexdo entre os dados e o
desconhecido. Se vocé€ resolveu um problema semelhante, pode usé-lo. Finalmente,
voce precisa elaborar um plano para resolver o problema.

3. Execuc¢do do plano: Para ser capaz de executar o plano, ¢ necessario utilizar
conhecimentos prévios, ter bons habitos psicologicos e focar nos objetivos. Finalmente,
execute o plano com paciéncia.

4. Verifique a solucdo: Se os alunos revisarem a solu¢ao completa, reconsiderar e
verificar novamente o resultado final e o caminho que conduz a ele, eles podem
construir seu conhecimento ¢ melhorar suas habilidades de resolucao de problemas. O
professor deve compreender e transmitir aos seus alunos o conceito de que nenhum
problema se esgota por completo e deve encoraja-los a imaginar uma situagdo em que

possam usar o programa novamente.

3. DOCUMENTOS CURRICULARES ACERCA PROBABILIDADE NA
EDUCACAO BASICA: DOS PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

3.1. Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997-2000)

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1997) estabelecem que
a principal finalidade para o estudo de probabilidade ¢ a de que o aluno compreenda que
grande parte dos acontecimentos do cotidiano sdo de natureza aleatdria e ¢ possivel

identificar provaveis resultados desses acontecimentos.



REVISTA ACADEMICA DE TECNOLOGIAS EM EDUCACAO

O presente documento indica que “as nog¢des de acaso e incerteza, que se
manifestam intuitivamente, podem ser exploradas na escola, em situacdes nas quais o

aluno realiza experimentos e observa eventos” (BRASIL, 1997, p. 56).

O objetivo principal dos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) ¢ adequar o
ensino as necessidades atuais do mercado global. Embora os PCN sejam apenas
simbolicos, nos ultimos anos eles tiveram um impacto direto e importante no sistema de
ensino que mantém uma rede de relagdes entre o ensino e a aprendizagem.

Os PCN foram produzidos na década de 1990 com o objetivo de organizar
recomendagdes curriculares para a educagdo nacional e as praticas pedagogicas e
consolidar os indicadores basicos da educagdo. Esse esfor¢o tem recebido apoio direto
ou indireto de instituicdes nacionais e internacionais, como o Banco Internacional de
Reconstrugdo e Desenvolvimento (BIRD), o Banco Interamericano de Desenvolvimento
(BID) e at¢ mesmo o Fundo Monetario Internacional (FMI). Essas instru¢des sdo
significativas porque contribuem para a construcdo socio-historica do curriculo e
orientam o processo de reconstru¢do e recontextualizagao curricular.

O roteiro curricular do PCNEM — Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (BRASIL, 2000) tem como base a Lei de Diretrizes e Bases (LDB),
partindo da ideia de que nessa etapa da Educacdo Basica nao ¢ restrita a
profissionalizacdo e ou com a visdo propedéutica, em que seria uma preparagdo para o
Ensino Superior, entdo essa sera uma combinagdo dessas duas intengdes, ou seja,
preparar o cidaddo para refletir acerca da suas multiplas realidades e desenvolver a
razao e interpretar as informacdes de forma logica e abstrata.

A ideia ¢ que os cidaddos que concluiram o ensino médio, dominem as
competéncias e aptidoes esperadas no ensino médio, facam carreira profissional e
continuem estudando e ingressando no ensino superior. A intencdo das diretrizes
estipuladas no PCNEM ¢ produzir um alicerce favoravel, uma mudanca positiva e
orientar a geragdo e constru¢ao do conhecimento escolar.

Segundo a LDB e o PCN, o Ensino Médio ¢ a etapa final da educagdo geral, que
possibilita aos alunos se tornarem produtores de conhecimento e participantes do mundo

do trabalho.
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Assim, todos os atuais documentos legais e curriculares em nivel nacional

indicam a melhoria da qualidade do aluno como ser humano, sua formagdao moral, o

desenvolvimento da autonomia intelectual e do desenvolvimento critico, sua preparagao

para o mundo do trabalho e o desenvolvimento de habilidades para a continuidade do

aprendizado.

Aprendizagem. A LDB (BRASIL, 1996) propde uma organiza¢do do curso com

0s seguintes componentes:

base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e
estabelecimento escolar, por uma parte diversificada que atenda especificidades
regionais e locais da sociedade (art. 26);

planejamento e desenvolvimento organico do curriculo, superando a
organizag¢do por disciplinas estanques (art.12 );

integracdo e articulagio dos conhecimentos em processo permanente de
interdisciplinaridade e contextualizacao (art.13 );

proposta pedagogica elaborada e executada pelos estabelecimentos de ensino,
respeitadas as normas comuns e as de seu sistema de ensino (art 12. );
participagdo dos docentes na elaboracdo da proposta pedagogica do
estabelecimento de ensino (art. 14 ).

A organizagdo dos conteudos, a definicdo das estratégias de aprendizagem ¢ a

organizagdo de todo o curso devem ser consideradas para que os alunos possam viver,

produzir e vivenciar subjetivamente em sociedade, assim espera-se que os alunos vao

além da leitura das informagdes nesta fase da educagdo escolar (Ensino Médio) e

reflitam sobre o seu significado de forma mais critica, pois:

Nao se trata nem de profissionalizar, nem de deitar na agua para fazer
mais rala a teoria. Trata-se, isso sim, de ensinar melhor a teoria —
qualquer que seja — de forma bem ancorada na pratica. As pontes entre
a teoria e a pratica tém que ser construidas cuidadosamente e de forma
explicita. Essas pontes implicam em fazer a relacdo, por exemplo,
entre o que se aprendeu na aula de matematica na segunda-feira com a
ligdo sobre atrito na aula de fisica da terca e com a sua observagao de
um automoével cantando pneus na tarde da quarta. Para a maioria dos
alunos, infelizmente, ou a escola o ajuda a fazer estas pontes ou elas
permanecerao sem ser feitas, perdendo-se assim a esséncia do que ¢é
uma boa educacao. (BRASIL, 1998, p.32).
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Os Parametros Curriculares Nacionais das séries iniciais (BRASIL, 1997) ao
referente a0 Ensino Médio (BRASIL, 2000) foram documentos que historicamente
contribuiram com os curriculos efetivados nos diferentes sistemas e escolas em nosso
pais, pois apesar de ndo ter carater de lei, as indicagdes eram de extrema relevancia no

caminho para uma educacdo de qualidade cognitiva, afetiva e social.

3.2. Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2017-2018)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento norteador do
curriculo no pais, sendo publicada em sua terceira e atual versdo em 2018 em que as
indicacdes para o Ensino Médio constam objetos do conhecimento, competéncias e
habilidades necessarios a serem trabalhados nessa etapa da escolariza¢do, mas tendo
flexibilidade no decorrer dos trés anos, j4 que o documento ndao faz indicacdes
anualmente.

Ja nas diretrizes norteadoras iniciais indica que para o ensino de matematica €
necessario aos alunos compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matemadtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras areas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a propria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a
autoestima e a perseveranca na busca de solucdes.

A incerteza e o tratamento de dados sdo estudados na Unidade Tematica
Probabilidade e Estatistica. Propde a abordagem de conceitos, fatos e procedimentos
presentes em muitas situacdes - problema da vida cotidiana, das ciéncias e da
tecnologia. Assim, todos os cidaddos precisam desenvolver habilidades para coletar,
organizar, representar, interpretar e analisar dados em uma variedade de contextos, de
maneira a fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisdes adequadas. Isso
inclui raciocinar e utilizar conceitos, representagdes e indices estatisticos para descrever,
explicar e predizer fendmenos.

No que concerne ao estudo de noc¢des de probabilidade, a finalidade, no Ensino
Fundamental — Anos Iniciais, ¢ promover a compreensdao de que nem todos os

fenomenos sdao deterministicos. Para isso, o inicio da proposta de trabalho com
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probabilidade esta centrado no desenvolvimento da no¢do de aleatoriedade, de modo
que os alunos compreendam que had eventos certos, eventos impossiveis € eventos
provéaveis. E muito comum que pessoas julguem impossiveis eventos que nunca viram
acontecer. Nessa fase, ¢ importante que os alunos verbalizem, em eventos que envolvem
0 acaso, os resultados que poderiam ter acontecido em oposi¢do ao que realmente
aconteceu, iniciando a construcao do espago amostral.

No Ensino Fundamental — Anos Finais, o estudo deve ser ampliado e
aprofundado, por meio de atividades nas quais os alunos fagam experimentos aleatorios
e simulagdes para confrontar os resultados obtidos com a probabilidade tedrica —
probabilidade frequentista. A progressdao dos conhecimentos se faz pelo aprimoramento
da capacidade de enumeracdo dos elementos do espago amostral, que estd associada,
também, aos problemas de contagem.

Na parte tocante ao Ensino Médio, a drea matematica e suas tecnologias busca o
aprofundamento de conhecimentos estruturantes para aplica¢do de diferentes conceitos
matematicos em contextos sociais e de trabalho, estruturando arranjos curriculares que
permitam estudos em resolu¢do de problemas e andlises complexas, funcionais e nao-
lineares, analise de dados estatisticos e probabilidade, geometria e topologia, robdtica,
automacdo, inteligéncia artificial, programacgdo, jogos digitais, sistemas dinamicos,
dentre outros, considerando o contexto local e as possibilidades de oferta pelos sistemas
de ensino.

Em relacdo a Probabilidade, os estudantes do Ensino Fundamental tém a
possibilidade, desde os Anos Iniciais, de construir o espaco amostral de eventos
equiprovaveis, utilizando a arvore de possibilidades, o principio multiplicativo ou

simulacdes, para estimar a probabilidade de sucesso de um dos eventos.

3.1.1. Matematica e suas tecnologias no Ensino Médio: competéncias especificas e

habilidades

Na busca de correlacionar a presente pesquisa 8 BNCC (BRASIL, 2018),
extraimos do documento as habilidades em que a probabilidade est4 presente no

desenvolvimento das competéncias do componente:
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(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos
aleatorios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e
elaborar problemas que envolvem o calculo da probabilidade.
(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios
sucessivos.

(EM13MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de
espacos amostrais, discretos ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou
nao, e investigar implicagdes no calculo de probabilidades.
(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos
aleatorios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e
elaborar problemas que envolvem o céalculo da probabilidade.
(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatorios
sucessivos.

(EMI3MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de
espacos amostrais, discretos ou ndo, ¢ de eventos, equiprovaveis ou
ndo, e investigar implica¢des no célculo de probabilidades.
(EMI13CNT205) Interpretar resultados e realizar previsdes sobre
atividades  experimentais, fendmenos naturais € processos
tecnologicos, com base nas nogdes de probabilidade e incerteza,
reconhecendo os limites explicativos das ciéncias. (BRASIL, 2018, p.
525-534)

Nesse panorama, a construcao das diretrizes considera o curriculo em espiral,
tudo o que se inicia no Ensino Fundamental ¢ retomado e consolidado no Ensino Médio,
por meio de acdes formativas em que se considerem a aprendizagem significativa,
multiplos contextos dos alunos e necessidades globais e locais relativas aos objetos

matematicos do conhecimento.

4. SEQUENCIA DIDATICA

O objetivo nesta se¢do ¢ ilustrar, por meio de trés maneiras distintas, a
abordagem da probabilidade de uma forma diferenciada com os alunos do ensino
médio, primeiro abordar a probabilidade de forma tradicional em cima de algum
exercicio, como por exemplo, um exercicio do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) também abordar a probabilidade de uma forma mais ludica sem usar a
tecnologia como no jogo de cartas Blackjack, mais conhecido como 21 aqui no Brasil e
depois abordar a probabilidade usando a tecnologia em um jogo chamado Frac-Carreau

desenvolvido no software livre Geogebra.
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4.1. Atividade com Recursos Tradicionais — Lapis e Papel

Para iniciar a reflexdo a respeito da probabilidade, escolhemos uma questao
classica, extraida do primeiro Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), aplicado em
1998, em que tais conteudos j& eram abordados, demonstrando a preocupag¢do com a
probabilidade na formacao do aluno egresso desse nivel de escolaridade.

O Quadro 05 indica a questdo escolhida, num contexto de jogo, comum a época

em programas de televisao e ainda no contexto atual:

Quadro 5 — Questdo do ENEM de 1998, abordando Probabilidade

ENEM/98

Em um concurso de televisio, apresentam-se ao participante 3 fichas voltadas para baixo, estando
representada em cada uma delas as letras T, V e E. As fichas encontram-se alinhadas em uma ordem
qualquer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto, mantendo as letras voltadas para baixo,
tentando obter a sigla TVE. Ao desviri-las, para cada letra que esteja na posicio correta ganhari um
prémio de R$ 200,00.

20 A probabilidade de o participante ndo ganhar qualquer prémio é igual a:

21 A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente o valor de R$400,00 é igual a:

Fonte: Inep.gov.br. Acesso em: 01 nov. 2021

Para resolver a primeira parte da questdo (20), o professor deve indicar aos
alunos que a probabilidade pode ser considerada uma razao entre o niimero de casos

favoraveis e o nimero de casos possiveis.

Onumero de casos possiveisé igual a 6, pois existem 6 formas de ordenar as
letras T V E.

Para o participante ndo ganhar qualquer prémio, ele terd que ordenar as letras
fora da ordem.
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Para isso, existem dois casos:
ETVouVET.
Logo, o nimero de casos favoraveis ¢ igual a 2 e a probabilidade ¢ igual a:
P=2/6 - P=1/3.

Em continuidade, para a questao seguinte (21):

Para o participante ganhar exatamente R$ 400,00, o mesmo devera desvirar duas

letras na posi¢do correta.
Porém, se duas letras estdo na posi¢do correta, entdo a terceira também estara.
Logo, ndo ¢ possivel ganhar R$ 400,00 e a probabilidade € 0.

Essa ultima questdo, demonstra um caso de evento impossivel, j4 que ndo ¢
possivel errar uma apenas, pois acertando a posicdo de duas letras, automaticamente a

terceira também estaria na posi¢do correta.

4.2. Jogo 21 (ou Blackjack)

Em continuidade a sequéncia didatica, o professor pode envolver a turma em
uma atividade ludica, precisando apenas para o jogo do recurso baralho convencional,
material simples e que muitos alunos possivelmente j4 possuam.

Assim, o Blackjack, conhecido como 21 no Brasil, ¢ um jogo de cartas de elite,
divertido, classico e com muitas chances de ganhar, se joga-lo aplicando as estratégias
ideais para gerenciar os baralhos que lhe facilita o croupier, ¢ além de tudo pode
aprender um pouco de probabilidade com esse jogo.

O professor pode pedir para algum aluno responder a turma: “Como se joga
Blackjack?”

Assim, considerando que principal objetivo do Blackjack ¢ chegar o mais
proximo possivel, sem ultrapassar, dos 21 pontos nas cartas. Quando a jogada ¢
iniciada, dois baralhos sdo entregues ao jogador, ambas cartas serdo descobertas com a

pontuagdo visivel.
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O croupier coloca sobre a mesa duas cartas uma delas coberta e a outra
descoberta. Para vencer a casa, a pontuacdo ndo deve exceder 21, caso contrario vocé
perderd imediatamente. Vocé deve tentar se aproximar o mais possivel ao 21, e levar
vantagem sobre o croupier.

Se as primeiras duas cartas ndo chegarem perto de 21, o jogador pode
solicitar uma nova carta ou mais, mas ndo deve exceder 21. Em um jogo de
Blackjack o jogador se opde ao croupier diretamente.

Os baralhos e sua pontuacdo no Blackjack

No Blackjack online as cartas adquirem um valor diferente, o As pode
adquirir dois valores, um e onze segundo a conveniéncia do jogador. Os baralhos
com numeros compreendidos entre dois e nove valem o mesmo.

Enquanto os naipes 10, J, Q, e K tém um valor de 10 pontos. Se vocé tiver um
As e uma carta com valor de 10 pontos ganha automaticamente pois tem um
Blackjack, ¢ uma mao forte que te leva a vitoria.

ApoOs a explicagao de alguns alunos, considerando algumas variabilidades das
Regras do Blackjack, poderiam ser convencionadas (ou com alguma adaptacdo distinta):

Para jogar Blackjack online algumas regras devem ser cumpridas:

* Escolhe-se um montante de aposta antes de repartir as cartas.

* As cartas do mesmo valor podem ser divididas e seguidas com duas maos
independentes.

* Se vocé decidir dividir a jogada vocé€ deve duplicar o valor da aposta e tomar
apenas uma carta adicional para cada mao.

* O croupier deve distribuir cartas se tiver 16 pontos ou menos.

* O croupier deve ser plantado com 17 pontos ou mais.

* Em caso de retirada, o jogador perde 50% da aposta.

* Se houver um empate a aposta ¢ preservada.

Como ganhar no Blackjack ?

Para aumentar suas chances de ganhar ao Blackjack desde seu dispositivo mével
ou computador de mesa, vocé deve ter em mente uma estratégia ou técnica. As
estratégias mais recomendadas por especialistas sdo:

* Plantar quando vocé€ somar 17 ou 18 pontos.
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* Peca mais cartas quando tiver 12 pontos ou menos.

* Plantar quando tiver entre 13 e 16 pontos desde que o croupier tenha uma carta
entre 2 - 6.

* Pedir cartas quando tiver entre 13 e 16 pontos se o croupier possuir uma carta
inicial maior que 6.

Uma das estratégias mais usuais € contar cartas, ¢ dado um valor de -1 para as
cartas mais altas 10, J, Q, K e As. As cartas com os valores 7, 8 ¢ 9 tém zero (0) pontos.

As cartas compreendidas entre 2 e 6 adquirem um valor de +1.

Figura 1 — Blackjack ou Jogo 21

- N S o A sy,

Fonte: https://www.riachaonet.com.br/portal/tipos-de-Blackjéék-é-sua-origenl/ Acesso em:
01 nov. 2021

4.3. Jogo Franc-Carreau no GeoGebra

Para finalizar a sequéncia didatica, o professor pode utilizar recursos
tecnologicos digitais, podendo fazer em um laboratorio convencional de informatica,
com uso de tablets ou mesmo com utilizacao de aparelhos smartphones dos alunos.

Inicialmente, pode fazer a retomada da ideia classica de probabilidade em que
podemos trabalhar algumas coisas acerca de probabilidade com o jogo Franc-Carreau,

dentre essas coisas, neste trabalho quero mostrar a ideia classica e inicial de
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n(A
n(espacoamostral |

probabilidade, que é P= a probabilidade comum, sem envolver as

probabilidades condicionais ou a probabilidade geométrica que envolve as superficies

dos quadrados tragados no tabuleiro ¢ da moeda.

Figura 2 — Jogo do Franc-Carreau
GeaGebra CRIAR SAL

Autor: Jodo Victor Santana de Souza

Tépico: Probabilidade

Jogo do Franc - Carreau

Langar

#FC
Frequéncia Franc — Carreau = i =7
Total
T #linha
F linha = = 7
requéncia linha Total

#FC=0
#linha= 0
Total de lances = 0

Fonte: https://www.geogebra.org/m/bwrqgxm8. Acesso em: 01 nov. 2021

Nesse jogo a frequéncia Franc—Carreau, representada por FC ¢ dada quando se
lanca a moeda e esta cai dentro do quadrado sem encostar nas linhas limitantes. J4 a
Frequéncia Linha, ¢ dada quando se langa a moeda e esta cai exatamente em cima da
inha ou encosta nela. E ¢ apresentado também a quantidade do total de langamentos que
foram feitos. Para obter a FC dividimos o valor FC pelo total de langamentos da moeda,
assim obtemos a Frequéncia. E para obter a Frequéncia linha, dividimos o valor da
quantidade de vezes que a morda caiu na linha pelo total de langamentos.

Podemos estimar a probabilidade de se obter Franc—Carreau, conforme
fazemos lancamentos sucessivos as frequéncias relativas acumuladas tendem a se

estabilizar.


https://www.geogebra.org/m/bwrqgxm8
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A tabela 1, extraida de Coutinho e Figueiredo (2020)

Tabela 1. Resultados da simulagdo de 1.000 langamentos da moeda no jogo franc-carreau.

Frequéncia
Langamentos . Sucessos relativa
Langamentos Sucessos
acumulados acumulados acumulada

(sucessos)

40 40 4 9 0,225

40 80 5 23 0,2875
40 120 4 33 0,275

40 160 4 47 0,29375
40 200 3 55 0,275

40 240 10 70 0,291666667
40 280 5 84 0.3

40 320 9 100 03125
40 360 4 109 0,302777778
40 400 7 123 0,3075
40 440 4 133 0,302272727
40 480 11 151 0,314583333
40 520 7 161 0,309615385
40 560 8 180 0,321428571
40 600 2 185 0,308333333
40 640 6 199 0,3109375
40 680 8 218 0,320588235
40 720 7 231 0,320833333
40 760 6 245 0,322368421
40 800 7 258 0,3225
40 840 8 279 0,332142857
40 880 5 294 0,334090909
40 920 7 309 0,335869565
40 960 7 328 0,341666667
40 1000 12 352 0,352

Fonte: Coutinho e Figueiredo, 2020, p. 9.

Podemos perceber melhor esse nimero tendendo a se estabilizar construindo um

grafico.
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Figura 3 — Grafico de frequéncia acumulada — 1000 langamentos
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Fonte: Coutinho e Figueiredo, 2020, p. 9

Podemos entender com este grafico que o ele tende a se estabilizar em torno de
0,34, mas para um melhor resultado seria necessario ter mais lancamentos, o que em
sala de aula nem sempre seria possivel fazer.

No caso de um software suficientemente potente, poderiamos esperar que se
efetuassem 3.000 ou mais repeticdes da experiéncia aleatoria que se quer simular e
mostrar os resultados. Observemos que assumir simplesmente o valor observado para a
frequéncia relativa ao final das 1.000 repeti¢des do experimento ndo mostra de fato o
valor da probabilidade procurada, pois o grafico de linha anterior indica ndo haver ainda
estabilizagdo suficiente para uma estimativa eficaz.

Se lancarmos a moeda mais 2.000 vezes, torna mais clara a visualizagdo da

estabilizacdo das frequéncias relativas acumuladas em torno de 0,35.

Figura 4 — Grafico de frequéncia acumulada — 2000 langamentos

Fonte: Coutinho e Figueiredo, 2020, p. 10.
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O experimento da pesquisa realizada indica que o mais correto a se fazer ¢ que
cada aluno realize determinado ntimero de repeticdes e o professor organize a tabela
somando os resultados de todos os alunos, de tal forma que atinja o maior niumero
possivel de repeticdes do experimento aleatério como um todo, no caso, o lancamento
da moeda com verificagdo de sua posicdo dentro do quadrado apods estar parada a
moeda.

Podemos ver também que a simulagdo por meio desse applet nao requer
dominio do software GeoGebra. Porém ter o dominio do software, permitiria ao
professor construir outras simula¢des para utilizar com seus alunos e facilitar o

entendimento da ideia de probabilidade.

5. CONSIDERACOES FINAIS

As discussdes sobre o desenvolvimento da literacia probabilistica e o papel da
simulagdo informatica na inser¢do de probabilidade no ensino da matematica suscitaram
reflexdes de como trazer a probabilidade cada vez mais proxima do aluno, e tentar
mostrar a probabilidade acontecendo em algum software ou até mesmo no dia a dia.

Com esse trabalho pude mostrar algumas aplicacdes de probabilidade e
principalmente como tratar a probabilidade dentro da sala de aula, quando foi abordado
as trés maneiras de mostrar a probabilidade, com um exercicio classico do Enem no
modelo tradicional, com um jogo e cartas € com um jogo em um software, utilizamos
algumas possibilidades de ferramentas que podem ser utilizadas para o ensino de
probabilidade, o jogo de cartas pode ser usado em uma escola que muitas vezes nao tem
uma estrutura tdo boa e ndo tem computadores ou projetores para que os professores
possam utilizar e ensinar usando essas ferramentas, ja o jogo desenvolvido no Geogebra
pode ser usado em uma escola que tenha uma infraestrutura com tecnologia digital
disponivel para o ensino.

Embora o Jogo Franc-Carreau ndo precisa ser feito unica e exclusivamente no
computador ou no Geogebra, outros sofiwares também possibilitam o desenvolvimento
deste jogo ou ainda, desenvolver manualmente nas salas de aula utilizando materiais

comuns, como papeldo ou até mesmo riscar no piso da sala de aula.
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Deve-se notar que, como um aspecto positivo, o ambiente de computacio
oferece aos participantes a oportunidade de observar uma situagdo de amostra maior.
Isso porque um grande nimero de experimentos na simulacdo pode ser realizados em
um curto periodo de tempo. Este tipo de simulacdo envolve a visualizagdo necessaria
para estudar a aleatoriedade e a estabilidade de frequéncia apdés um numero
suficientemente grande de experimentos aleatorios serem repetidos no problema de
probabilidade experimental, o0 que nem sempre ¢ possivel em um ambiente de sala de
aula tradicional.

Além disso, a simulagdo ajuda a criar um ambiente para discussoes em sala de
aula e em grupo.

Recomenda-se aos professores que entendam a utilidade de materiais didaticos
adequados aos diferentes métodos de ensino e os utilizem, visando melhorar a eficiéncia
do ensino e a probabilidade de aprendizagem, o que pode ser feito de forma agradavel e
divulgar suas descobertas e resultados. Enfatizamos a necessidade de mais pesquisas
para esclarecer os componentes basicos da preparacao dos professores para o ensino de
probabilidade, bem como pesquisas que possam explicar os métodos apropriados para o

ensino de cada componente.
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